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Abstract　Computing random-walk probabilities on graphs is the subject of extensive research in both graph theory
and  data  mining  research.  However,  existing  work  mainly  focuses  on  static  graphs,  and  cannot  efficiently  support
dynamic  weighted  graphs,  which  are  ubiquitous  in  real-world  applications.  We  study  the  problem  of  computing
random-walk  probabilities  on  dynamic  weighted  graphs.  We  propose  to  use  a  sampling  schema  called  coin  flip
sampling,  rather  than  the  more  commonly  adopted  weighted  sampling  schema,  for  simulating  random  walks  in
dynamic weighted graphs. We demonstrate that simulations based on coin-flip sampling maintain the unbiasedness of
the resulting random-walk probability approximations. Moreover, this approach allows us to simultaneously achieve a
near-optimal query time complexity and an optimal   update time overhead per edge insertion or deletion. This is
a significant improvement over existing methods, which typically incur substantial sampling costs or rely on intricate
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auxiliary structures that are hard to maintain in a dynamic setting. We present both theoretical analysis and empirical
evaluations to substantiate the superiority of our method on dynamic weighted graphs.
Key words　 random-walk probability computation；dynamic weighted graphs；coin-flip sampling；real-time update；
large-scale graphs

摘　要　图上的随机游走概率计算是传统图论与现代数据挖掘领域普遍关注的问题之一. 现有工作普遍关

注静态图上的随机游走概率计算，却鲜少关注与实际应用场景更贴合的权重动态图 . 针对动态有权图上

的随机游走概率计算问题，提出了一种基于硬币翻转采样的随机游走概率计算方法 . 相比于传统的基于

权重采样的随机游走概率计算方法，所提方法可以在保证随机游走概率计算结果无偏的前提下，同时做

到近似最优的随机游走概率计算复杂度和最优的采样结构更新复杂度. 作为对比，现有方法或具有较大

的计算时间复杂度，或依赖于复杂的索引结构而难以在动态图上即时更新 . 对所提方法做出了详细的理

论分析，并在真实图数据集上进行模拟实验，实验结果证实了所提方法的有效性.

关键词　随机游走概率计算；动态有权图；硬币翻转采样；实时更新；大规模图

中图法分类号　TP391

图（graph）是计算机科学中一类重要的数据结构，

由节点和连接这些节点的边构成. 在图上进行随机

游走（random walks on graphs）是一种常用的图信息挖

掘方式，所述随机游走本质上是一条马尔可夫链

（Markov chain），随机游走在各步走到的节点对应马

尔可夫链在各时刻的状态.
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具体来说，给定随机游走的源节点 ，假设该游

走在当前时刻走到节点 （在起始时刻 即为 ），在下

一时刻，该游走会从节点 的出邻居集合中随机选取

一个节点 ，从节点 走到节点 . 随机游走选取节点

的概率与边 的权重有关 . 在无权图上，图上所有

边的权重为 1. 因此，随机游走会从节点 的出邻居集

合中均匀随机地选取一个节点作为节点 . 若在有权

图上，图上各边带有边权，随机游走则会按照节点

出边的边权分布选择节点 . 具体而言，如果用 表

示节点 的出度，用 表示边 的权重，则若一条

随机游走在当前时刻走到节点 ，其在下一时刻会以

的概率从节点 的所有出邻居中选出节点 ，从节

点 走到节点 .

计算图上的一条随机游走在其游走各步走到各

节点的概率被称为随机游走概率的计算（random-

walk probability computation）问题，在可控误差下进行

随机游走概率的近似计算是图论、数据挖掘、网络

分析等领域的核心研究问题，相关技术在图节点邻

近度计算 [1-7]、图神经网络 [8-10]、社区发现 [11-12] 等领域

均有广泛应用.

本文关注动态有权图上随机游走概率的近似计

算问题. 此处，动态有权图指图上各边带有权重、图

结构会随时间动态变化的图数据类型. 动态有权图

在实际应用场景中极为常见. 例如，在社交网络中，

社交用户与图节点对应，用户之间的聊天关系与图

节点间的连边相对应，用户之间联系的频繁程度可

被量化为边权，用户的注册与注销行为可由图结构

上节点数的增减反映. 因此，真实应用场景中的社交

网络可由动态有权图来刻画. 类似地，道路交通网络

也可用动态有权图刻画，其中站点对应图节点，站点

之间的通达关系对应节点间的连边，站点间的距离

反映为边权，站点和道路的增减反映为图结构的动

态变化.

O (1)

尽管动态有权图可以更好地建模真实网络结构，

但由于其上随机游走概率计算的复杂性，现有方法

大多面向静态无权图，而在动态有权图上的执行效

率不高. 具体而言，现有计算随机游走概率的方法大

多是蒙特卡洛方法（Monte-Carlo method），即通过在

图上产生大量的随机游走来完成图上随机游走概率

的近似估计. 因此，随机游走概率的计算效率和各条

随机游走的生成效率直接相关，而生成一条随机游

走的时间取决于在游走各步从当前节点的出邻居集

合中采样节点的时间. 在静态无权图上，借助简单的

均匀采样（uniform sampling）技术即可在 时间内

完成 1步随机游走采样 . 但在动态有权图上，随机游

走采样需借助特定的采样技术方能高效完成. 现有

方法普遍调用权重采样（weighted sampling）技术进行

随机游走采样，但受限于权重采样的采样模式设定，

其在动态有权图上的采样效率不高，且普遍依赖于

复杂的采样结构. 这使得现有计算随机游走概率的

方法在动态有权图上或计算效率低下，或受制于复

1866 计算机研究与发展　2024，61 （8）



杂的采样结构而难以实时处理动态图的结构变化.
如何在动态有权图上高效完成随机游走概率的近似

计算，虽经多年研究但仍未被解决.
针对上述问题，本文提出将硬币翻转采样（coin

flip sampling）技术应用至动态有权图上的随机游走

概率问题中. 本文证明，相较于既往借助权重采样技

术在动态有权图上生成随机游走的方法，基于硬币

翻转采样的方法更具灵活性，无需复杂的采样结构

即可在动态有权图上同时实现随机游走概率的高效

计算和实时更新.
具体而言，本文首先为现有硬币翻转采样方法

设计了一种支持动态图上实时更新的采样结构，该

采样结构可以在不影响现有硬币翻转采样方法采样

效率的前提下，实时处理动态有权图上的边增删操作.
进一步地，本文将硬币翻转采样方法应用至动

态有权图上的随机游走概率计算中，提出了一个新

颖的算法 CoinFlipWalk. 本文证明，CoinFlipWalk算法

可以在保证随机游走概率计算结果无偏性的前提下，

同时达到近似最优的随机游走概率计算复杂度和最

优的采样结构更新复杂度. 特别地，CoinFlipWalk算

法同时支持无权图上的随机游走概率计算，可以在

最优的时间复杂度下完成计算.
最后，本文在多个大规模动态有权图上进行了

模拟实验. 实验结果显示，在达到同级别近似计算误

差的前提下，CoinFlipWalk算法的运行时间和更新时

间均小于既往方法，这证实了 CoinFlipWalk算法相较

于既往方法的优越性. 

1　预备知识

 

1.1　符号和计算模型

G = (V,E)

V G E

n = |V | G m = |E| G

u Nin (u) Nout (u)

u

nu = |Nout(u )| u

A G Auv (u,v)

du =
∑

v∈Nout(u)

Auv u A∗u u

本文使用 表示所关注的有权动态图结

构，其中 指代图 的节点集， 指代边集 .  本文用

表示图 的节点数，用 表示图 的边数 .

对于图上任意节点 ，本文用 和 分别表

示节点 的入邻居节点集合和出邻居节点集合；用

表示节点 出邻居的个数 . 此外，本文用

表示图 的邻接矩阵，用 表示边 的权重，用

表示节点 的出度，用 表示节点 出边

边权的最大值.

本文使用 word RAM 模型分析算法的时间复杂

度. Word RAM模型是一个常用的计算模型，用以模

拟真实的计算机运行情况. Word RAM模型的基本假

w

2w

O(n+m) =

O(n2)

Auv

O(logn)

G Auv ⩾ 1

G Auv

Auv← Auv/wmin

Auv← wmin ·Auv Auv ⩾ 1

G wmin G

设是：一个可随机存取的机器（random access machine）

可以对一个由 位组成的字进行位操作，且机器寻址

大小（即 ）与问题规模大小相匹配 . 需要注意的是，

随机游走概率计算问题的问题规模大小为

. 因此，为遵从 Word RAM模型的基本假设，本

文亦假设所用数值（例如，任一边权 ）都可以用

比特来表示 . 此外，为了表述与分析方便，本

文假设图 上各边权均满足 . 对于任意给定图

，在读图时对其上各边的边权 进行统一处理

，在随机游走概率计算全部结束后再进

行逆处理 ，即可保证 假设成立且

不改变给定图 的任何性质 . 此处 指图 上各边

边权的一个下界. 

1.2　随机游走概率的定义与性质

G s

L s

L

π(L)
s

给定图 上的节点 作为随机游走的源节点，给

定正整数 作为随机游走的长度，从节点 出发的随

机游走在其第 步走到图上各节点的随机游走概率

向量 的定义为：

π(L)
s = PL · es， （1）

P = AT D−1 es

n s

u π(L)
s (u)

s L u

s π(L)
s π(L)

s (u)

s π(L) π(L) (u)

其中， 被称为随机游走的转移概率矩阵 , 
是一个 维的独热向量（one-hot vector），其只有第 维

是 1，其余维为 0. 对于图上任意节点 ， 即表示

从源点 处出发的随机游走在其第 步走到节点 的

概率. 为了表述的简洁，本文将在不引起歧义的前提

下默认随机游走的源节点为 ，并省略 和 的

下脚标 ，将其简化为 和 .

π(0) = es

s s

l∈ {1,2,…} s

l v π(l) (v)

由式（1）中随机游走概率向量可得： ，即

从源点 出发的随机游走在其第 0步只能走到节点 .
对于任意 ，从源节点 出发的随机游走在

其第 步走到任意图节点 的概率 满足关系式：

π(l) (v) =
∑

u∈Nin(v)

π(l−1) (u) · Auv

du
. （2）

s l

v

l−1 u π(l−1) (u)

u v Auv/du

式（2）表示从节点 出发的随机游走在其第 步

走到节点 的概率可被拆分为 2项：该游走在其第

步走到图节点 的概率，即 和该游走在其

最后一步由节点 走到节点 的概率，即 . 式（2）
可被进一步拓展为关系式：

π(l)
s (v) =

∑
u∈V

π(l−i) (u) ·π(i)
u (v)， （3）

l∈ {0,1,…} i ∈ {0,1,…,l}其中， ， . 

1.3　动态有权图上的随机游走概率计算

本文关注动态有权图上随机游走概率的近似计

算问题，该问题的具体定义有：
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G = (V,E) s ∈ V

L c δ

p f u

π(L) (u) π̂(L) (u)

1− p f

定义 1. 给定动态有权图 、源节点 、

随机游走步长 、相对误差参数 、相对误差阈值 、

失败概率参数 ，本文期望对图上所有节点 的随机

游走概率 进行近似估计，所得估计值 以

不小于 的概率满足：

|π(L) (u)− π̂(L) (u) | ⩽ c ·max
{
π(L) (u) , δ

}
.

c

p f

为了表述和分析的方便，本文假设相对误差 和

失败概率参数 均为常数，既往多个工作中亦作此

假设.
本文期望设计近似算法以较小的计算复杂度完

成定义 1所要求的近似计算问题 . 同时，本文关注所

提近似算法所依赖的采样结构在图结构动态变化后

的更新时间复杂度. 

2　现有工作

图上随机游走由于其刻画节点相关性的能力，

在图算法、图机器学习领域有广泛的研究和应用. 近
年来，随着研究的深入，有权图和动态图逐渐引起研

究者的重视，对有权图和动态图上随机游走应用的

工作也有了初步的探究. 例如，郭佳雯等人 [13] 提出利

用随机游走计算动态异质图的网络嵌入，张小驰等

人 [14] 针对子图查询问题提出基于半 Markov随机游

走的算法，Wu等人 [15] 提出利用随机游走来辅助计算

有权图的嵌入. 除了本文提出的近似算法之外，如何

利用矩阵运算精确计算随机游走概率也是一个重要

的问题. 例如，Jung等人 [16] 提出利用分块求解的方法

计算带重启的随机游走（random walk with restart）概率.
总的来说，关于有权图和动态图随机游走的研究还

处于初步阶段，仍存在大量有价值的问题等待探索.
本节其余部分将对随机游走概率计算的蒙特卡

洛方法作以介绍. 此外，本节对权重采样和硬币翻转

采样的采样模式和代表性算法作以概述. 表 1展示了

采样算法在有权图、无权图上单次采样和更新所需

的时间开销. 

2.1　随机游走概率计算的蒙特卡洛方法

现有计算随机游走概率的方法大致可以分为两

类：蒙特卡洛方法（Monte Carlo method）和确定性概率

传播方法（deterministic push method）. 但是，确定性概

率传播方法无法保证计算结果满足估计误差. 故本

文仅关注随机游走概率计算的蒙特卡洛方法，对于

确定性概率传播方法暂不多作讨论.

s

u

L u

π(L) (u)

蒙特卡洛方法 [24] 是解决随机问题的经典方法，

其基本思想是重复采样大量样本，将各样本中目标

结果出现的次数占总采样次数的比例作为目标结果

的估计值. 随机游走概率计算的蒙特卡洛方法会重

复地在给定图结构上的给定源点 处生成随机游走 .
对于图上任意节点 ，蒙特卡洛方法将记录所有随

机游走中在第 步走到图上节点 的随机游走条数，

用该条数占随机游走总条数的比例作为 的估

计值.

G = (V,E) s

L、 nr G nr

L s

nr L

u nr (u) nr (u)/nr

L u

π̂(0) = es s

l ∈ [0,L−1]

π̂(l+1) π̂(l)

π̂(l+1)

算法 1是用于随机游走概率计算的蒙特卡洛方

法的伪代码. 给定动态有权图 、源节点 、步

长 随机游走条数 ，算法 1会在图 上重复产生

条 步随机游走，每条随机游走均从节点 出发，算法

1记录所有 条随机游走中在第 步走到图上各节点

（例如节点 ）的条数（例如 ），用 作为从

源节点出发的随机游走在第 步走到节点 的概率估

计. 具体而言，算法 1在每次生成随机游走前先定义

第 0步的概率向量 ，即限制第 0步从节点 出

发. 对于每一步 ，首先设置下一步的概率

向量 为零向量，再从当前概率向量 中取出有

非零概率的节点，从该节点出发采样该节点的邻居，

被采样到的邻居即是下一步随机游走的方向. 采样

结束后，更新 中被采样邻居的概率值 . 可以注意

到，蒙特卡洛算法在生成随机游走时，每步均会调用

采样技术从当前节点的出邻居中采样节点. 因此，随

机游走各步的采样效率是影响随机游走概率计算效

率的关键.
算法 1. 随机游走概率计算的蒙特卡洛方法.

G = (V,E) s L

nr

输入：动态有权图 ，源节点 ，步长 ，随

机游走条数 ；

π(L)输出： 的估计值.
w = 1,2,…,nr① for   do

π̂(0) π̂(0)← es②　定义 n 维向量 并作初始化： ；

l = 0,1,…,L−1③　for   do
π̂(l) π̂(l+1)← 0④　　定义 n 维向量 并作初始化： ；

u ∈ V π̂(l) (u)⑤　　for each   with nonzero   do

 

u

Table 1　Time  Complexities  for  Each  Sampling  Method  at

Neighbor of Sampling Node 

u表 1   各采样方法在采样节点 的邻居的时间复杂度

采样方法
有权图上的单次

采样时间
无权图上的单次

采样时间
更新时间开销

前缀和采样[17] O
(
1+ lognu

)
O
(
1+ lognu

)
O
(
1+ lognu

)
别名采样[18-19] O (1) O (1) O (nu)

拒绝采样[20] O
Å

nu ·
A∗u
du

ã
⋆ O (1) O

(
1+ loglognu

)
硬币翻转采样 O

(
1+ lognu

)
⋆

[21] O (1)⋆[22-23] O (1)（本文）

注：⋆ 表示期望时间复杂度.
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Nout (u)

π̂(l+1)

⑥　　　调用一个采样方法，从集合 中采

  　　　样节点并更新向量 向量对应维；

⑦　　end for
π̂(l)⑧　　Clear  ；

⑨　end for
qw← π̂(L)⑩　 ；

⑪ end for

π̂(L)← 1
nr
·

nr∑
w=1

qw⑫  ；

π̂(L)⑬ return  . 

2.2　权重采样方法概述

u

Nout (u)

{Auv/du}
v Auv/du v∑

v∈Nout(u)

Auv/du = 1 u

Auv/du

现有工作普遍调用权重采样技术完成随机游走

各步的采样. 权重采样技术致力于从一个给定概率

分布中采样 1个元素，具体地，以从图节点 的出邻

居集 中采样出邻居节点为例，应用于随机游走

概率计算的权重采样方法会从概率分布 中选

取一个出邻居节点 . 此处， 表示节点 的采样

概率. 因为 ，故节点 所有出邻居的采

样概率形成了一个概率分布，权重采样技术即希望

从该概率分布中选出一个节点，使得任意出邻居节

点被选中的概率为 . 将权重采样方法运用到算

法 1中实现随机游走概率计算，则每次采样都会有

且仅有 1个邻居被采样，也即每步随机游走都只会

走到 1个节点.

Ω (1)

Ω (1)

v u

单次权重采样方法的采样时间复杂度和动态更

新时间复杂度的理论下界均为 ，但现有权重采

样方法的采样或更新复杂度较 差距较大 . 这是

由于，权重采样的采样结果对于各采样节点是不独

立的，具有互斥性 . 如果节点 被选中，则说明节点

其它出邻居都未被选中. 这种采样互斥性为权重采

样的采样结构设计带来了麻烦，其要求采样结构必

须足够复杂方可支持这种采样依赖. 这使得现有的

权重采样方法或采样效率不高；或依赖于复杂的采

样结构难以在动态图上即时更新. 上述问题成为实

现动态有权图上随机游走概率高效计算的阻碍.
下文将对 3种代表性的权重采样技术及其各自

存在的问题作以概述. 

2.2.1　别名采样

O (1)

别名采样（alias sampling）是一种经典的权重采样

方法 [18-19]，其构建了一个名为别名表（alias table）的采

样结构来实现权重采样. 借助别名表，别名采样方法

即可在静态有权图上实现 时间的权重采样. 但是，

由于别名表结构非常复杂，不支持动态图上的实时

O (nu)

更新，一旦图结构发生变化（例如出现一条边的增删），

别名采样方法都需要花费 的时间重建别名表，

这严重阻碍了别名采样方法在动态有权图上的应用. 

2.2.2　前缀和采样

O
(
1+ lognu

)
O(1+ lognu)

O(lognu)

前缀和采样（prefix sum sampling）方法构建了一

个二叉搜索树来存储采样概率的前缀和. 借助该二

叉搜索树结构，前缀和采样方法可以在动态有权图

上以 的时间复杂度完成 1次采样 . 但是，

对于动态图上 1条边的增删，前缀和采样方法需要

花费 的时间更新该二叉搜索树结构，无法

做到实时更新. 特别地，对于各元素采样概率近似相

同的情况（无权图上随机游走的各步采样是该情况

的一个极端例子），前缀和采样方法仍需要花费

的时间完成 1次采样，这说明二叉搜索树结

构的灵活性较差，无法根据元素的采样概率分布进

行采样策略调整，从而造成时间浪费. 

2.2.3　拒绝采样

u

Nout (u)

v Auv/A∗u v 1−Auv/

A∗u A∗u u

A∗u
O
(
1+ loglognu

)
O
(
1+nu ·A∗u/du

)
O (nu)

拒绝采样（rejection sampling）  [20] 也是一种经典的

权重采样方法. 以有权图上节点 处的随机游走采样

为例，拒绝采样方法首先从 中均匀随机地采样

一个候选节点 ，再以概率 接受节点 ，以

的概率拒绝该候选节点，其中 为节点 出边边权

的最大值. 拒绝采样方法若拒绝了该候选节点，则继

续重复上述过程直至接受了 1个候选节点. 可以注意

到，拒绝采样方法不依赖于任何采样结构，其更新时

间消耗仅来自于图结构变化后对值 的维护，更新

时间复杂度为 . 但是，拒绝采样完成单

次采样的期望时间复杂度为 ，这一复

杂度在边权分布高度偏斜的图上可能接近 ，该

复杂度量级较高，会造成不必要的时间浪费. 

2.3　硬币翻转采样方法概述

本节将介绍硬币翻转采样定义和现有的硬币翻

转采样方法.

u

u u

硬币翻转采样是一种经典的采样模式，其关注

如何以指定概率对各元素进行独立地采样. 具体地，

以图节点 处的随机游走采样为例，硬币翻转采样会

对节点 的每一个出邻居节点进行独立采样，节点

的每个出邻居节点都将以采样概率被采出. 如果将

硬币翻转采样运用到算法 1中实现随机游走概率计

算，那么每次采样可能会得到 0个或多个邻居，也即

每步随机游走可能没有走到任何节点或走到了多个

节点. 如果有 1步随机游走没有走到任何节点，那么

这次随机游走模拟就结束在了中间步而没有走到要

求的步；如果走到了多个节点，那么下一步就需要从
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这些节点出发，分别采样它们的邻居并游走到所有

被采样的邻居.
u

u

u v v

Auv/du

1−Auv/du

更为形象地，在节点 处的硬币翻转采样过程可

以被理解为一个硬币投掷过程，硬币翻转采样在节

点 的每个出邻居节点处都独立地抛掷一个硬币 . 对
于节点 的某一出邻居 ，硬币翻转采样在 处抛掷的

硬币正面向上的概率为 ，反面向上的概率为

. 硬币翻转采样将返回所有硬币抛掷时正面

向上的节点作为采样结果.

u

对比硬币翻转采样和权重采样，硬币翻转采样

的采样结果对各采样元素是独立的：节点 的多个出

邻居节点可能被同时采样到. 但是，权重采样的采样

结果是互斥的，每次权重采样只会从出邻居集合中

采出 1个节点. 硬币翻转采样的采样独立性为其采样

结构的设计增添了很大的灵活度. 如本文第 4节所示，

仅需构造一个非常松散的采样结构，现有硬币翻转

方法就可以同时做到高效的采样和更新. 

2.3.1　硬币翻转采样的研究现状

O(1+n
√

min{p̃,1− p̃})

O(1+µ)

O(1+µ+ lognu)

现有的硬币翻转采样方法大多针对静态采样场

景，即元素个数和采样概率始终保持不变的情况，早期

Tsai等人[25] 提出了时间复杂度为

的算法，之后 Bringmann等人 [26] 将单次采样的时间复

杂度改进到最优的 ，达到理论下界. Guo等人[21]

针对静态影响力最大化问题提出了预先对元素概率

排序的方法以获得更好的实际运行效率，相关算法

的理论时间复杂度为 .

O(1+µ)

O (1)

动态场景下的硬币翻转采样近年来才逐渐受到

关注，所述动态场景即指元素数量和采样概率会随

时间变化. Yi等人 [22] 提出了动态硬币翻转采样算法

ODSS，同期 ，Bhattacharya等人 [23] 提出了 SetSampler，
这 2个方法均同时达到了最优采样时间复杂度

和最优更新时间复杂度 .
O (1)

u du

Auv/du

O (nu)

但是，ODSS和 SetSampler算法只能在 时间

内处理单个元素的变动（增加或删除 1个元素，修改

1个元素的概率），而在有权动态图上的随机游走中，

节点 的任一边权发生变化或邻居数量发生变化，

就会发生变化，从而每个邻居的采样概率 都发

生变化，ODSS和 SetSampler在这种情况下需要花费

的时间才能完成一次更新. 

2.3.2　BioSampling算法

nu

O(1+µ+ lognu)

µ Ω(1+µ)

BioSampling是硬币翻转采样的代表算法，对于

含 个元素的硬币翻转采样问题，BioSampling算法

可以在 的采样时间复杂度下完成 1次

采样，其中 指所有元素采样概率之和， 即为

该问题采样时间复杂度的理论下界. 值得注意的是，

BioSampling算法目前不支持采样元素的动态增删，

本文第 4节将为其设计支持动态图上实时更新的采

样结构.

u

u ⌈lognu⌉+1

i i ∈ [1,⌈lognu⌉ pv ∈
Å

1
2i
,

1
2i−1

ò
v i ∈ {1,2,…,⌈lognu⌉} pv = Auv/du v

⌈lognu⌉+1 pv ∈ (0 ,1/2⌈lognu⌉]

v ⌈lognu⌉+1

下文将简述 BioSampling算法的具体流程. 以图节

点 处的随机游走采样为例，BioSampling算法在读图

阶段提前将节点 的出邻居集合划分为 个组，

其中第 组（ ）包含所有满足

的节点 ，此处 ， 指节点 的

采样概率；第 组包含所有满足

的节点 . BioSampling算法依次扫描这 个组，

并在各组中分别进行硬币翻转采样.

i i ∈ [1,⌈lognu⌉
p̄ = 1/2i−1

p̄

b ∼ B(nu, p̄)

c

v pv/p̄ v 1− pv/ p̄

v v

p̄ · pv/p̄ = pv

在第 组（ ）的硬币翻转采样中，Bio-
Sampling算法首先设置一个采样概率上界 ，

将该采样概率上界 视为该组内各节点的采样概率

并进行硬币翻转采样. 具体地，先产生一个二项分布

随机数 ，再从该组内所有节点中均匀随机

地采样 个节点 . 对于每个被采样到的节点，称为候

选节点 ，以 的概率采出候选节点 ，以 的

概率拒绝采出节点 . 可以注意到，节点 最终被 Bio-
Sampling算法采出的概率为 ，故BioSampling
算法在各组内进行的硬币翻转采样是无偏的.

⌈lognu⌉
p̄ v pv

⌈lognu⌉
1+2µ+ ⌈lognu⌉ = O

(
1+µ+ lognu

)

值得注意的是，在前 组中，组内采样概率

的上界 与该组内任一节点 的采样概率 最多相差

2倍 . 因此在期望上，BioSampling算法在该组内采出

的候选节点的数量不会超过最终被采样的节点数量

的 2倍 . 因此，BioSampling算法在前 组的采样

时间开销不超过 .

⌈lognu⌉+1

p̄ = 1/nu

c ∼ B(nu, p̄) c < 1

c pv/p̄

v p̄ = 1/nu

1

对于第 组的硬币翻转采样，BioSampling
算法设置采样概率上界 并产生二项分布随机

数 ，若 则直接结束该组内的采样，否

则在该组内均匀随机地采样 个候选节点，并以

的概率采出候选节点 . 由于 ，故该组采出候

选节点的期望数不超过 ，不影响 BioSampling算法

单次采样的时间复杂度.

c ∼

B(nu, p̄) c

O (nu p̄)

k′ = 0

k ∼G ( p̄) u k

k′ = k

k ∼G ( p̄) u k+ k′

k+ k′ > nu

值得注意的是，上述产生二项分布随机数

并作 次均匀随机采样的过程可以通过重复

产生几何分布随机数的方法在 的期望时间内

实现. 具体地，BioSampling算法首先令 ，产生一

个几何分布随机数 并采样节点 的第 个邻

居作为候选节点；再令 ，产生一个几何分布随机

数  并采样节点 的第 个邻居作为候选

节点；重复上述操作直至 . 
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3　动态图上可实时更新的硬币翻转采样结构

O (1)

本节提出了一个支持动态更新的硬币翻转采样

结构，该结构可以使 BioSampling算法在 时间内

处理完动态有权图上 1条边的增删 . 值得注意的是，

动态图上的节点增删操作可以转化为多个边增删操

作（即逐一增加或删除该节点的所有邻边），边权变

化操作可以转化为 1次边删除操作和 1次边增加操

作. 因此，为了表述方便，本文只关注动态有权图上

的边增删操作.
 

3.1　采样结构

u

u

本文在图 1上各节点处构建了支持实时动态更

新的硬币翻转采样结构. 以图上某一节点 为例，节

点 处构建的采样结构包含出邻居节点索引表、出邻

居的分组情况表、出邻居分组情况汇总表 3个部分.
 
 

…

节点u的索引表 (使用哈希表维护) 节点u出邻居的分组情况汇总 (使用数组和二进制数组维护)

… (21, 1) (22, 3) (2i, nu )

ptv
1

ptv
2

bucket1 bucket2 bucketx−1 bucketx

节点u出邻居的分组情况 (使用数组维护)

…

… …Nout(u)(1) v1, Auv
1

v2, Auv
2

Nout(u)(2) Nout(u)(i)

(i)

Fig. 1　Sampling structure of coin flip sampling technique

图 1　硬币翻转采样技术的采样结构
 

1）出邻居节点索引表

u

u

u

v O (1)

v

出邻居节点索引表（index table）包含节点 的所

有出邻居的索引. 该索引表使用哈希表维护，哈希表

中存储的元素为指向节点 各出邻居信息的指针，元

素键值（key）为出邻居节点的 ID. 由此，给定节点 某

一出邻居节点 的 ID信息，借助该索引表即可在

时间内找到出邻居节点 的相关信息. 值得注意的是，

该索引表结构是动态图维护的基本结构. 所有处理

动态图的算法都需要建立类似的结构以实时定位到

增删的边.
2）出邻居的分组情况表

u

⌈logA∗u⌉ = O
(
logdu

)
i

Auv ∈ (2i−1,2i] v Auv v

u i ∈ [1,⌈logA∗u⌉]
N(i)

out (u) u i

u v

v u

u v

u

O (1) v

Auv

如第 3.3节所述，BioSampling算法会提前将待采

样元素按照其采样概率分成多个组，并在各组内分

别执行采样操作. 为此，本文为节点 的所有出邻居建

立分组情况表，该表在形式上包括

个组（group），各组均由数组（array）维护，其中第 组

容纳所有 的节点 及 的值，此处 指代

节点 的一个出邻居， . 为了表述的方便，

本文用 指代节点 分组情况表中的第 组 . 上述

节点 的出邻居节点索引表中以 为键值的哈希元素，

其存储的指针即指向 在节点 的分组情况表中所在

的位置. 由此，给定节点 某一出邻居节点 的 ID信

息，借助节点 的出邻居节点索引表中存储的指针即

可在 时间内找到节点 在其分组情况细节表中

存储的位置，进而读取到边 的权重.
3）出邻居的分组情况汇总表

u本文额外为每个图节点 建立一个分组情况汇

u

⌈logA∗u⌉ i N(i)
out (u)

N(i)
out (u)

N(i)
out (u) i

u u

N(i)
out (u) u

总表，该汇总表由一个数组（array）和一个二进制数

组（bit array）维护，用于存储节点 分组情况表的一些

统计信息. 具体而言，该汇总表的数组结构长度为

，该表第 项存储 中的元素个数和一个

指向 数组结构的指针 . 特别地，对于所有非空

的 ，其组的 ID（即 ）记录在该汇总表的二维数

组结构中，即非空组 ID对应位置标记为 1，其余组为

0. 由此，借助该汇总表便可完成 BioSampling中所要

求的操作，即将采样元素分组并在各组中依次进行

采样. 具体而言，给定节点 ，逐一访问节点 分组情

况汇总表的二进制数组便可找到所有指向非空

的指针，进而找到节点 分组情况表中的所有

组，从而得以在各组中完成 BioSampling算法所要求

的采样操作. 

3.2　采样结构对图更新操作的处理步骤

本节将具体说明所提采样结构处理动态图上一

条边增删操作的方法.
u

G (u,v) u

u

v

N(i)
out (u) v

N(i)
out (u)

v Auv

N(i)
out (u) v u

1）边增（edge insertion）操作 . 以节点 为例，当在

图 上插入边 时，节点 的出邻居数增加 . 因此，

在边增操作后，该采样结构首先需要在节点 的分组

情况汇总表中更新出邻居 所在组的信息 . 为表述方

便，此处用 指代 所在的组；其次，根据汇总表

中存储的指针，找到 对应的数组结构，在数组

的最后加入节点 及 的信息 . 进一步地，创建一个

指向 中节点 存储位置的指针，并在节点 的邻

居节点索引表新增一个哈希元素存储该指针.
u2）边删（edge deletion）操作 . 以节点 为例，当从
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G (u,v) u

u

v N(i)
out (u) N(i)

out (u)

v v N(i)
out (u)

N(i)
out (u) v N(i)

out (u)

N(i)
out (u)

u

N(i)
out (u)

图 上删除边 时，节点 的出邻居数减少 . 因此，

在边删操作后，该采样结构首先需要在节点 的邻居

节点索引表找到其存储的指针，通过该指针找到节

点 的相关信息在 的存储位置，此处用

指代 所在的组. 然后将 存储在 中的信息删除，

再将 尾项中的信息补入 在 中的原位置，

保证 中元素存储的连续性，同时也需要修改尾

项元素在邻居节点索引表中的键值，使其指向更新

后的位置. 最后，在节点 的分组情况汇总表中更新

组的信息.
 

3.3　采样结构的动态更新时间分析

本节将对所提采样结构处理动态图上边增删操

作的时间复杂度，以及所提采样结构的空间复杂度

进行分析.

O (1)

引理 1. 在处理图结构边增删的时间开销之外，所

提采样结构处理单条边增删操作的时间开销为 .

O (1)

证明. 引理 1的证明较为直观 . 注意，所有处理

动态图的算法都需要建立类似邻居节点索引表的结

构以实时定位到需要增删的边. 因此，由邻居节点索

引表所引起的边增删时间不在本文分析范围之内.

由此，根据第 4.2节所述更新步骤，所提采样结构处

理动态图上边增删的各步操作所消耗的均为 .

证毕. 

4　动态有权图上的随机游走概率计算方法

本节将硬币翻转采样方法应用至动态有权图上

的随机游走概率计算中，提出了一种新颖的高效算法

CoinFlipWalk. CoinFlipWalk也是一种蒙特卡洛算法，

其通过在给定图结构上重复地生成随机游走实现随

机游走概率的近似估计.  但与既往方法不同的是，

CoinFlipWalk在每条随机游走中都调用 BioSampling

这一硬币翻转采样方法进行随机游走采样. 下文将

证明 CoinFlipWalk可以在近似最优 （忽略 log因子 ）

的时间复杂度内完成定义 1中所要求的随机游走概

率近似计算. 结合第 4节提出的支持实时动态更新的

硬币翻转采样结构，CoinFlipWalk即可同时做到近似

最优的随机游走概率计算复杂度和最优的采样结构

更新复杂度.

算法 2. CoinFlipWalk的单步采样操作.

π̂(l) (u) > 0 u输入：满足 的节点 ；

π(l+1)输出：更新后 的估计值.

N(i)
out (u) u① for each non-empty group   of   do

p∗ =
π̂(l) (u) ·2i

du
v ∈ N(i)

out (u)②　Let   for all  ；

p∗ ⩾ 1③　if   then

v ∈ N(i)
out (u)④　　for each   do

π̂(l+1) (v)← π̂(l+1) (v)+
π̂(l) (u) ·Auv

du
⑤　　　 ；

⑥　　end for

⑦　else

n(i)
u N(i)

out (u)⑧　　定义  以记录集合 in  中的节点数；

idx = 0；⑨　　

idx < n(i)
u⑩　　while   do

rg ∼G (p∗)⑪　　　生成一个几何分布随机数   ；

　　　idx← idx+ rg⑫  ；

v N(i)
out (u) idx⑬　　　定义   以表示集合  中的第 个

  　　　节点数；

r ∼ U (0,1)⑭　　　生成一个均匀随机数  ；

r <
Auv

2i π̂(l+1) (v)← π̂(l+1) (v)+1⑮　　　if   then  ；

⑯　　　end if

⑰　　end while

⑱　end if

⑲ end for

π̂(l+1)⑳ return  .
 

4.1　CoinFlipWalk 算法说明

CoinFlipWalk算法的主体框架仍为蒙特卡洛方

法框架，该框架已在算法 1中展示 . CoinFlipWalk中

使用的硬币翻转采样方法具体如算法 2所示，该采

样方法以 BioSampling为基础，且针对随机游走概率

计算做了适应性调整. 将算法 2嵌入算法 1的行⑥即

得到完整的 CoinFlipWalk算法.

G = (V,E) s

L nr

s nr

l n

π̂(l) l∈ {0,1,…} π̂(0) es

l⩾ 1 π̂(0) n

l

π̂(l) π̂(l+1)

具体而言，给定动态权重图 、源节点 、

随机游走步长 和随机游走条数 ，CoinFlipWalk算

法从源节点 处生成 条“广义”的随机游走，其中各

条随机游走在其游走第 步的结果都由一个 维向量

记录 ， .  被初始化为 ，其余所有

的 向量均被初始化为 维的全 0向量 . 算法 2

展示了 CoinFlipWalk中“广义”随机游走第 步的生

成过程，其本质上是基于向量 的值对向量 的

更新过程. 具体说明为：

u π̂(l) (u)

π̂(l) (u) u v

π̂(l+1) (v)

对于图上各节点 ，若 非零，则依据下述步

骤使用 更新节点 的出邻居节点 所对应的

.

u

i Auv ∈ (2i−1,2i] v i

p∗ =
(
π̂(l) (u) ·2i/du

)
p∗ ⩾ 1

将节点 的所有出邻居节点分成多个组，其中第

组容纳所有 的出邻居节点 ；设第 组中

所有节点的采样概率为 . 若 ，
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i v π̂(l+1) (v)则更新第 组中所有节点 所对应的 ：

π̂(l+1) (v)← π̂(l+1) (v)+
π̂(l) (u) ·Auv

du
.

p∗ < 1 i

i

v π̂(l) (u) ·2i/du

i

i

k ∼G
(

p∗
)

p∗ = π̂(l) (u) ·2i/du k

k+1

i

v

Auv/2i v π̂(l+1)
w (v)

反之，若 ，则从第 组中进行硬币翻转采样，

对应算法 2中的行⑧~⑭. 首先设定第 组中每个节点

的采样概率均为 来采样候选节点 . 因为

此时各节点的采样概率相同，故第 组中的硬币翻转

采样退化为二项分布采样，如第 3.3节所述，二项分

布采样可以用等价的几何分布采样代替，即从第 组

中的第 1个节点开始，产生几何分布随机数 ，

其中 ，返回第 个邻居作为第一个候

选节点. 之后，继续从第 个邻居开始并重复上述

操作，直至跳过第 组中的所有节点. 对于所有采样到

的候选节点，需要保证其采样概率正确，所以还需执

行算法 2中的行⑫~⑭. 对每个采样到的候选节点 ，

以 的概率对节点 所对应的 进行更新：

π̂(l+1) (v)← π̂(l+1) (v)+1，

1−Auv/2i π̂(l+1) (v)

π̂(l)

π̂(l+1) l= 0

L

π̂(L) nr

以 的概率不更新 . 至此，CoinFlipWalk

算法的一步采样结束，完成了基于向量 的值对向

量 的更新过程 . 根据算法 1的框架，从 开始

重新上述过程 次，即可完成一次随机游走模拟对概

率向量 的更新 . 重复模拟 次，即可得到 4.2节所

分析的有理论保证的估计结果. 

4.2　理论分析

本节将对 CoinFlipWalk 算法的理论性质进行分

析并给出详细证明. 

4.2.1　无偏性

本节首先证明 CoinFlipWalk算法计算得到的随

机游走概率是无偏的. 具体如引理 1所示.

∀u ∈ V ∀l∈ [0,L]

π̂(l)

引理 1. 对于 、 ，将算法 1的行⑥

替换为算法 2后，执行算法 1所返回的 满足：

E
[
π̂(l) (u)

]
= π(l) (u) .

π̂(0) = es ∀u ∈ V E
[
π̂(0) (u)

]
=

π(0) (u) l∈ [0,L−1] E
[
π̂(l) (u)

]
=

π(l) (u) ∀u ∈ V

证明. 引理 1可通过数学归纳法证明 . 首先，考

虑起始状态： ，故对于 ，有：

. 进一步地，假设对某 ，

对 成立，由于：

E
[
π̂(l+1) (v) | π̂(l)

]
=

∑
u∈Nin(v)

Auv · π̂(l) (u)
du

. （4）

E
[
π̂(l+1) (v)

]
= E

[
E
[
π̂(l+1) (v) | π̂(l)

]]
因此， .  进而有 ，

E
[
π̂(l+1) (v)

]
=

∑
u∈Nin(v)

Auv ·E
[
π̂(l) (u)

]
du

.

E
[
π̂(l) (u)

]
= π(l) (u)代入 的假设和式（2），可得：

E
[
π̂(l+1) (v)

]
=

∑
u∈Nin(v)

Auv ·π(l) (u)
du

= π(l+1) (v) .

i v
(
π̂(l) (u)2i/du

)
⩾ 1

π̂(l+1) (v) π̂(l) (u) ·Auv/du

(
π̂(l)(u) ·2i/

du

)
< 1 π̂(l) (u) ·2i/du i

v Auv/2i π̂(l+1) (v) 1(
π̂(l) (u) ·2i/du

)
< 1 π̂(l+1) (v)

π̂(l) (u) · 2i

du
· Auv

2i
= π̂(l) (u) · Auv

du
（4）

下文将具体说明式（4）成立的原因 . 回顾算法 2，
对于第 组中所有节点 ，若 ，则算法

1将 确定地增加 .  若

，则算法 1以 的采样概率从第 组

中采样出节点 ，再以 的概率将 增加 .

因此，当 时， 的期望增加值

仍为 ，故式 可得，从而

引理 1得证.  证毕. 

4.2.2　单次采样时间

本节进一步分析 CoinFlipWalk完成单次硬币翻

转采样的时间开销.
∀u ∈ V ∀l∈ [0,L−1]

O
(
1+ lognu

)引理 2. 对于 、 ，算法 2的期望

时间复杂度上界为 .

Cost(l) (u) u

Cost(l)(u,v)

π̂(l+1) (v)

证明. 令 表示在节点 处执行 1次算法

2的期望时间复杂度，令 表示算法 2中更

新 所花费的时间，根据算法 2有：

Cost(l) (u) ⩽ logA∗u+
∑

v∈Nout(u)

Cost(l) (u,v)， （5）

logA∗u
u O (1)

u

O
(
logA∗u

)
∑

v∈Nout(u)

Cost(l) (u,v) u

v π̂(l+1) (v)

其中， 项与本文第 4节所提采样结构有关，即要

完成节点 处的硬币翻转采样，需要至少花费 时

间遍历节点 分组情况细节表中的每个非空组，所以

算法 2最多需要花费和组数相同的时间遍历非空组，

故算法 2的时间复杂度中包含 .  式 （5）中

表示算法 2更新节点 的所有邻居节

点 的 所花费的时间，该时间即为算法 2在各

个非空组中的采样时间之和.
logA∗u

lognu i

π̂(l) (u) ·2i/du u

1−1/nu 2i/du 1/n2
u

u nu 2i/du ⩽

1/n2
u

1−
Å

1− 1
n2

u

ãnu 1
nu

1−1/nu

[0,1]

r r ⩽ 1−1/nu

2i

du
⩽

1/n2
u

O (nu)
2i

du
⩾ 1/n2

u 2lognu logA∗u

值得注意的是式（5）中的 项可被进一步减

小为 . 具体而言，设第 组中所有节点的采样概

率为 ，算法 2在扫描节点 的分组情况细

节表时，可以 的概率跳过所有 小于

的组. 这是因为，节点 最多有 个邻居满足

，这些邻居中至少有 1个被采样到的概率不超过

，进而不超过 ，也即有大于 的

概率是不需要采样所有这些满足条件的邻居节点的.
所以，算法 2在运行之初可以产生一个 之间的

均匀随机数 ，若 ，则跳过所有满足

的分组；否则逐一扫描这些分组中的邻居节点以

判断是否需要采样，该过程最多消耗 的时间. 注

意，满足 的分组最多有 组 . 因此，
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2lognu+nu ·
1
nu
= O(1+ lognu)

1/n2
u

j r ⩽ 1−1/nu j

项从期望上可被减小为： .

实现时，可以始终维护首个采样概率下界超过 的

组 ID，记为 ，若产生的随机数 ，直接从第

组开始扫描.

π̂(l) (u)2i/du ⩾ 1

Cost(l) (u,v) = 1 ⩽
(
π̂(l) (u)2i/du

) (
π̂(l) (u) ·2i/du

)
< 1

π̂(l) (u) ·2i/du Cost(l) (u,v) = 1

另一方面，根据算法 2，若 ，则有

； 若 ，

则以 的概率有 . 因此，

E
[
Cost(l) (u,v) | π̂(l)

]
⩽ π̂(l) (u)

2i

du
⩽ π̂(l) (u) · 2Auv

du
.

Cost(l) (u)综上， 的条件期望可被表示为：

E
[
Cost(l) (u) | π̂(l)

]
⩽ lognu+

∑
v∈Nout(u)

π̂(l) (u)
2Auv

du
.

E
[
Cost(l) (u)

]
= E

[
E
[
Cost(l) (u) | π̂(l)

]]
Cost(l)(u)

由于 成立，结

合 的条件期望，并由引理 1可进一步得到式

（5）的上界：

E
[
Cost(l) (u)

]
⩽ lognu+

∑
v∈Nout(u)

π(l) (u) · 2Auv

du
.

∑
v∈Nout(u)

π(l) (u) · 2Auv

du
⩽

∑
v∈Nout(u)

π(l+1) (v) ⩽ 1注 意 始 终 成

立，故引理 2得证.  证毕. 

4.2.3　CoinFlipWalk时间复杂度

Õ(L2/δ) Õ

Ω (1/δ) L

最后，本节证明 CoinFlipWalk算法可以在近似最

优的时间复杂度下完成定义 1中所要求的随机游走

概率计算问题. 定理 3给出了满足定义 1所需的随机

游走次数. 结合定理 3和引理 2可得 CoinFlipWalk的

计算复杂度为 . 此处 为省略 log项的大 O表

示法. 值得注意的是，该问题的平凡下界为 ，

常被设置为常数. 因此，如果忽略 log系数，CoinFlip-

Walk算法的期望时间复杂度达到了理论下界 . 以下

为引理 3及其证明.

nr ⩾
L

p f · c2δ

π̂(L) u ∈ V 1− p f

引理 3. 当 时，CoinFlipWalk所返回的

对于任意节点 以不小于 的概率满足：

|π(L) (u)− π̂(L) (u) | ⩽ c ·max
{
π(L) (u) , δ

}
.

∀u ∈ V π̂(L) (u)

nr

证明. 为证明引理 3，先对 求出 方差

的上界，再借助切比雪夫不等式得到随机游走条数

的上界.

i

v π̂(l+1) (v) π̂(l) (u) ·Auv/du

r(l)
u (v) u

π̂(l+1) (v)

回顾算法 2，对于采样概率小于 1的组 内的邻居

， 以 的概率增加 1，否则不增加 .

令 为算法 2在节点 处进行硬币翻转采样时

的增量，则有：

Var
[
r(l)

u (v) | π̂(l)
]
⩽ E
î(

r(l)
u (v)

)2 | π̂(l)
ó
,

进而有，

Var
[
r(l)

u (v) | π̂(l)
]
⩽ 1 · Auv · π̂(l) (u)

du
.

π̂(l+1) (v) =
∑

u∈Nin(v)

r(l)
u (v)因为 ，以及硬币翻转采样的

独立性，有：

Var
[
π̂(l+1) (v) | π̂(l)

]
=

∑
u∈Nin(v)

Var
[
r(l)

u (v) | π̂(l)
]
.

进而有：

Var
[
π̂(l+1) (v) | π̂(l)

]
⩽

∑
u∈Nin(v)

Auv · π̂(l) (u)
du

.

进 一 步 地， 由 于 方 差 满 足 全 方 差 公 式 （total
variance law），故有：

Var
[
π̂(L) (u)

]
=E

[
Var

[
π̂(L) (u) | π̂(L−1)

]]
+

Var
[
E
[
π̂(L) (u) | π̂(L−1)

]]
.

Var
[
π̂(L) (u)

]
E
[
Var

[
π̂(L) (u) |

π̂(L−1)
]]
+Var

[ ∑
x∈Nin(u)

Axu · π̂(L−1) (x)
dx

]
Axu

dx
= π̂(1)

x (u)

Var

[ ∑
x∈Nin(u)

Axu · π̂(L−1) (x)
dx

]
Var

[ ∑
x∈Nin(u)

π(1)
x (u) · π̂(L−1) (x)

]

Var

[∑
x∈V

π(1)
x (u) · π̂(L−1) (x)

]
l∈ [1,L]

因此， 可被表示为 ：

. 注意 ，所

以 = ，

这也可以写作 . 根据全方差公

式，上述推导可以得到更一般的结论：对于 ，有

Var

[∑
u∈V

π(L−l) (x,u) · π̂(l) (x)

]
=

E

[
Var

[∑
x∈V

π(L−l) (x,u) · π̂(l) (x) |π̂(l−1)

]]
+

Var

[∑
y∈V

π(L−l+1) (y,u) · π̂(l−1) (y)

]
. （6）

由式（6）推导可知，调用一次全方差公式，可得：

Var
[
π̂(L) (u)

]
=E

[
Var

[
π̂(L) (u) | π̂(L−1)

]]
+

Var
[
E
[
π̂(L) (u) | π̂(L−1)

]]
=

E
[
Var

[
π̂(L) (u) | π̂(L−1)

]]
+

Var

[∑
x∈V

π(1)
x (u) · π̂(L−1) (x)

]
，

Var
[
π̂(L) (u)

]
反复调用式（6） ， 最终可被写为：

Var
[
π̂(L) (u)

]
=

L∑
l=1

E

[
Var

[∑
u∈V

π̂(l) (u) ·π(L−l) (u,v) | π̂(l−1)

]]
.

∀u ∈ V π̂(l) (u) π̂(l−1)注意，对于 ，   的取值在给定 后

是独立的. 因此，

Var

[∑
x∈V

π(L−l)(x,u) · π̂(l) (x) | π̂(l−1)

]
=∑

x∈V

(
π(L−l)(x,u)

)2 ·Var
[
π̂(l) (x) | π̂(l−1)

]
. （7）
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Var
[
π̂(l) (x) | π̂(l−1)

]
=

∑
y∈Nin(x)

Ayx · π̂(l−1) (y)
dy

. （8）

将式（8）代入式（7）即可得到：

Var

[∑
x∈V

π(L−l) (x,u) · π̂(l) (x) | π̂(l−1)

]
⩽∑

y∈V

π(L−l+1)(y,u) · π̂(l−1) (y) .

Var
[
π̂(L) (u)

]
由此， 可被写为：

Var
[
π̂(L) (u)

]
⩽

L∑
l=1

∑
y∈V

π(L−l+1)(y,u) ·E
[
π̂(l−1) (y)

]
，

π̂(l−1) (y)代入   的无偏性，即有：

Var
[
π̂(L) (u)

]
⩽

L∑
l=1

π(L) (u) = L ·π(L) (u) .

π̂(L) (u)由此得到 方差的上界.
进一步地，将该方差界代入切比雪夫不等式

（Chebyshev’s inequality）中：

Pr
{∣∣π(L) (u)− π̂(L) (u)

∣∣ ⩾ c ·π(L) (u)
}
⩽

Var
[
π̂(L) (u)

]
c2 (π(L) (u))2 ，

并将其代入所得方差界，即有：

Pr
{∣∣π(L) (u)− π̂(L) (u)

∣∣ ⩾ c ·π(L) (u)
}
⩽

L
nrc2 ·π(L) (u)

.

nr ⩾
L

p f ·δ · c2

π̂(L)

因此，当 ，CoinFlipWalk计算得到的

随机游走概率近似向量 满足定义 1所示的误差要

求. 本引理由此得证.  证毕. 

5　实验结果分析

本节展示 CoinFlipWalk在大规模真实图和合成

图上的实验结果. 实验均用 C++实现，使用 g++编译

器且开启了 O3优化进行编译 . 本节所涉实验均在一

台配备有 Intel 2.20 GHz CPU和 754 GB内存的 Linux
机器上完成. 

5.1　实验设置 

5.1.1　基线方法

本文将 CoinFlipWalk与 2种基线方法 PrefixWalk
和 RejectionWalk进行了比较，这 2种方法也是蒙特

卡洛方法，其在随机游走各步分别调用前缀和采样

方法以及拒绝采样方法.  具体而言 ，CoinFlipWalk
算法在算法 1的行⑥调用算法 2，而 PrefixWalk和

RejectionWalk算法在算法 1的行⑥分别调用了前缀

和采样方法以及拒绝方法. 由于别名采样方法仅支

持静态加权图且每次边插入/删除操作都必须完全重

建索引结构，因此本文在实验中未包括别名方法 . 此

π(0) = es π(i+1)← Pπ(i)

π(L) L

L

外，本文采用幂方法计算有权图上随机游走概率的

真值. 幂方法初始化 ，并重复计算 ，

直到得出 . 在本文中， 为常数整数，在实验中除

非另有说明，设 =10. 

5.1.2　数据集

本文在 4个真实有权图和 2个合成图上进行了

实验. 为了方便参考，表 2总结了 6个真实图数据集

的统计信息.  其中 ， cos²φ 反映有权图的不平衡性 ，

cos²φ 的值越小，图权重分布的不平衡性越大. 真实图

分别为：Tags (TAG)[27]，Threads (TH)[27]，Reddit (RR)[28-29]

和 Colisten (CS)[30]. 数据集 TAG和 TH都源自问答网

站 Stack Overflow. 具体来说，TAG和 TH数据集中的

节点代表问题标签，边权表示 2个标签在同一个问

题系列中同时出现的频率. 数据集 RR是根据 Reddit
网站上的评论构建出的网络，其中的节点代表用户，

边的权重代表用户评论用户的帖子的次数. 数据集

CS是一个歌曲数据集，歌曲与图节点对应，边权是 2
首歌曲出现相似音乐片段的次数. 合成图包括了 2个

基于子图模式（motif）生成权重的有权图，即 IndoChina
(IC)[31-32] 和 Twitter (TW)[33-34]. 这 2个数据集本身是真

实世界中的无权图. 本文参考已有文献 [35-36]将这

2个数据集转化为基于子图模式的有权图，对于每一

条边，设置其参与的特定子图模式，如一个三角形子

图的数量作为权重.
  

Table 2　Parameters of Datasets

表 2   数据集参数

数据集 n节点数 m边数
m
n

cos2φ

TAG 49 945 8 294 604 166 0.27

RR 8 396 162 870 580 840 103 0.90

TH 2 321 767 42 012 344 18 0.97

CS 3 604 308 3 854 964 026 1 070 0.29

IC 7 414 768 295 191 370 40 0.31

TW 41 652 230 1 687 583 684 40 0.34
  

5.1.3　测试方法和评价指标

nu/m本文根据 的分布随机生成 10个查询节点 .
所有实验结果均是每种方法以随机生成的 10个查询

节点为源节点进行随机游走的平均结果. 对于更新

时间的测试，我们从原始图中随机删除 100 000条边，

然后将这 100 000条边重新插入图中. 对于每种方法,
我们计算 200 000次边更新操作中的平均更新时间

开销作为该方法的更新开销. 对于真实图上各方法随

机游走的近似误差，我们的评价指标包括 Precision@
50、MaxError. 其中，Precision@k 是衡量近似精度的
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k

k

δ

δ

δ

k = 50

MaxError =max
u∈V

∣∣π(L) (u)− π̂(L) (u)
∣∣

一个流行指标，定义为这些近似方法返回的结果中

概率估计值最大的前 个节点与通过基准真值得到

的实际概率最大的前 个节点相符的百分比. 实验时，

可以通过调整每种方法中的误差参数 值来达到所

需的 Precision@k.  值越小，现有方法模拟的随机游

走次数就越多. 因此 值越小 , 每种方法在随机游走

模拟过程中花费的查询时间就越长，达到的 Precision@k
值也就越高. 本文设置 . MaxError 是另一个常用的

衡量指标，该指标量化了所求的近似结果与真值相

比的近似误差，定义为 .
 

5.2　查询时间与更新时间开销的相关分析

本节对各方法在动态有权图上计算和更新随机

游走概率的相对大小关系进行了对比，图 2具体展

示了CoinFlipWalk及其他方法在达到相近 Precision@50

结果时的随机游走概率计算时间（查询时间）和动态

更新时间，各方法名旁显示的数字为各方法所达到

的 Precision@50结果 . 根据图 2所示结果，PrefixWalk

算法在各数据集上的随机游走概率动态更新时间普

遍较高，RejectionWalk算法的随机游走概率动态更

新时间较低但计算时间较高，而本文所提的 CoinFlip-

Walk算法的随机游走概率计算和更新时间均较低 .

特别地，由此体现出 CoinFlipWalk的优越性. 

5.3　查询时间与近似精度的相关分析

φ

本节对各方法的随机游走概率计算效率进行了

对比，图 3具体展示了真实有权图上 CoinFlipWalk及

其他算法在随机游走概率计算中的 Precision@50与

查询时间的变化关系，图中各算法对应查询时间从

左到右依次对应取 0.1，0.01，…，10–5，查询时间越小，

各算法所产生的随机数量越多，算法运行时间越长 .

值得注意的是，相比于 PrefixWalk和 RejectionWalk，

CoinFlipWalk在各数据集上都可以在更短的计算时

间内达到更高的 Precision@50，这体现出 CoinFlipWalk

的优越性. 此外，图 4展示了真实有权图上CoinFlipWalk

及其他方法在随机游走概率计算中所得结果的 Max-
Error 与查询时间的变化关系. 类似地，相比于PrefixWalk

和 RejectionWalk，CoinFlipWalk在各数据集上都可以

在更短的查询时间内达到更小的 MaxError，这再次

体现出 CoinFlipWalk的计算高效性 .另外值得注意的

是，从图 3和图 4中可以看出，PrefixWalk在边权分布

不均（即 cos2 较小的图数据集）的图上较在边权分布
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Fig. 2　Update time varies with query time on real-world weighted graphs in different methods

图 2　在真实有权图上各方法的更新时间随查询时间的变化
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Fig. 3　Presicion@50 of different methods varies with query time on real-world weighted graphs

图 3　在真实有权图上各方法的 Presicion@50随查询时间的变化
 

M
a
x
E
r
r
o
r

CoinFlipWalk

PrefixWalk

RejectionWalk

CoinFlipWalk

PrefixWalk

RejectionWalk

CoinFlipWalk

PrefixWalk

RejectionWalk

CoinFlipWalk

PrefixWalk

RejectionWalk

M
a
x
E
r
r
o
r

10−3

10−2

10−3

10−2

M
a
x
E
r
r
o
r

10−4

10−3

10−4

10−3

M
a
x
E
r
r
o
r

10−2 10−1 100 10−2 10−1 100 101 102

10−2 10−1 100 101 102 10−2 10−1 100 101

查询时间/s

(a)  TH数据集 (b)  TAG数据集

(c)  CS数据集 (d)  RR数据集

查询时间/s

查询时间/s查询时间/s

Fig. 4　MaxError of different methods varies with query time on real-world weighted graphs

图 4　在真实有权图上各方法的 MaxError 随查询时间的变化
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φ较为均匀（即 cos2 较大的图数据集）的图上的计算效

率更高.与之相对地，RejectionWalk在边权分布均匀

的图上较在边权分布较为不均的图上的计算效率更

高.进一步地，本节还对 CoinFlipWalk及其他算法在

合成图上的随机游走计算效率进行了对比. 其中，图 5
和图 6分别展示了 CoinFlipWalk，PrefixWalk和 Reject-
ionWalk算法在 2个合成图数据集上进行随机游走概

率计算时所得 Precision@50和 MaxError 与查询时间

的变化关系.与前文所述类似，CoinFlipWalk在各数据

集上都可以在更短的计算时间内达到更大的Precision@50
和更小的 MaxError.进一步地，本文还分别将 CoinFlip-

Walk，PrefixWalk和 RejectionWalk算法计算所得的随

机游走概率近似结果应用于局部社区发现（local
clustering）的场景中，按照 sweep方法 [35] 基于随机游

走概率近似结果发现给定源节点周围的社区，并计

算所得社区的导度（一种社区质量衡量指标，导度值

越低，所得社区质量越好）. 图 7展示了 CoinFlipWalk，
PrefixWalk和 RejectionWalk三个算法所得社区的导

度与算法计算随机游走概率时间之间的相对变化关

系，可以看出，CoinFlipWalk可以在各数据集上用更

短的查询时间取得更小的导度，这再次证明CoinFlipWalk
的高效性，也体现出 CoinFlipWalk的实际应用价值.
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图 5　在合成有权图上各方法的 Precision@50随查询时间的变化
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图 6　在合成有权图上各方法的 MaxError 随查询时间的变化
 
 

5.4　更新时间分析

本节对各方法的随机游走概率更新时间进行了

对比. 其中，图 8展示了各方法在真实有权图上的随

机游走概率更新时间，图 9展示了各方法在合成有

权图上的随机游走概率更新时间. 由图 8和图 9可以

看出，本文所提 CoinFlipWalk算法在各数据集上所需

的更新时间均小于 PrefixWalk和 RejectionWalk算法，

这与本文理论分析所得结论一致，证明了 CoinFlipWalk

算法的高效性. 此外，由图 8和图 9还可看出，PrefixWalk
的更新时间开销显著大于 CoinFlipWalk 和  Rejection-
Walk，这一点亦与本文分析吻合，即前缀和方法每次

边插入/删除操作都需要 O(logn)的更新时间复杂度 .

相比之下，CoinFlipWalk 和 RejectionWalk 的更新时间

复杂度仅为 O(1)和 O(loglogn). 
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6　结　　论

本文研究了动态有权图上随机游走概率的近似

计算问题，提出了一种基于硬币翻转采样的随机游

走概率算法. 相比于传统的基于权重采样的随机游

走概率计算方法，本文所提方法在随机游走概率计

算复杂度和采样结构的更新复杂度两方面都具有优

势. 未来或可基于 2个问题展开研究：1）硬币翻转采

样技术是否可以进一步优化？2）单点随机游走计算
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也是相关领域的核心问题之一，所提方法是否可以

应用于单点随机游走概率上的高效计算？

作者贡献声明： 王涵之负责算法设计；易璐负责

实验验证；魏哲巍和甘骏豪负责理论优化；袁野、文
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